MINISTERUL EDUCATIEI SI CERCETARII STIINTIFICE

MINISTERUL EDUCATIEI SI
INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN DOLJ

CERCETARII STIINTIFICE

OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala
15 februarie 2015

Clasaa Vll-a
1. Sa se rezolve in N* ecuatia:

1 1 1 V2
+ + o ———=2(VI01 +9).
ViwV1Z=1 V22221 Jn+vnz—1 2 ( )

2. Se considera xq, Xy,..., X915 € Z, astfel incat
X1 X" .. " X015 = 2. Se noteaza cu:
S = X1 + X7 + -+ X2015 jar cu

1 1 1
P = (x1 +x—2)(x2 +x—3) '(X2015 +x_1)

a) Sase arate ca S este un numar intreg divizibil cu 2 sau cu 4.
b) Calculati produsul P.

3. Se considera paralelogramul ABCD si punctele M si N situate pe latura
(CD), reSpeCUV (AB) Demonstra:[i ca. CAAMB + CACND = CAABCD .

4. Fie patratul ABCD. Pe latura AB se construieste in exterior triunghiul
echilateral ABE. Perpendiculara din A pe dreapta DE intersecteaza
perpendiculara din B pe dreapta CE Tn punctul F. Aratati ca patrulaterul
BEFC este romb.

Nota

e Toate subiectele sunt obligatorii.

e Fiecare subiect va fi notat cu puncte intre 1 i 10 (1 punct din oficiu).
e Timp de lucru: 3 ore



Solutii clasa a VlI-a:

1. Se foloseste formula radicalilor dubli:

\/k + (kz — 1 — k+1 + k-1 — Vk+1\/+_\/k—1 k — ﬁ
2 \/ 2 2 ! ’

1 _ 1 _ V2 _ V2(Vk+1-Vk—-1)
Vieiz—1 - JOeieL T VT 2 '
2
1 1 1

S = + + o 4 =
VI+VIZ—1 J2+v22-1 Vn+vVnZ—1

=2 [(VZ-V0) + (VE—VI) + -+ (Vi— V= Z4+) + (Vn + 1 -

VD] =2 (aFI+vn-1).

Dar S =Z2(VI0I+9) & 2 (VAT T+ Vn—1) =

V2
=7(\/101+9)<=
& Vn+1++vn =101+ 10 = n = 100.

2.Dinxq " xy " .. " X015 = 2 81 X1, Xo,..., Xo015 € Z se deduce faptul ca
un numir, fie acesta x,q;5 = %2, iar celelalte numere sunt 1 sau (-1). In total
sunt 2014 numere care iau valorile 1, respectiv (-1).
a) Cazul I, x5915 = 2
Numerele 1, respectiv (-1) sunt in numar par. Se noteaza cu
m (m = 2k, k = 0,1007 ) totalul numerelor de 1 din sir, iar cu
n (n = 2p,p = 0,1007) totalul numerelor de (-1) din sir, m + n = 2014.
Atunci:
S=m-1+n-(-1)+2=2014—-2-n+2 = (2016 — 4p) : 4.
Cazul 11, x3¢915 = —2
Numerul 1, respective (-1) sunt in numar impar. Se noteaza cu:
m(m =2k + 1,k = 0,1006 ) totalul numerelor de 1 din sir, iar cu
n(n=2p+1,k=0,1006) totalul numerelor de (-1) din sir, m + n =
2014.
(k +p =1006). Atunci:
S=m-1+n-(-1)+2=2014—-2-n—-2=
=2012-22p+1) = (2010 — 4p) : 2.
b) Cazul I, x3915 = 2
1. Daca toate numerele sunt 1, atunci:

P=(x1 +xi2)-(x2 +L)-... -(x2014+ - )'(x2015 +xi1):

X3 X2015




=2:2-..-2-(1+35) (2+1) =9-2212;
de 2013 ori
2. Daca toate numerele sunt (—1), atunci:

P=( ) (ret ) o (s ) (s + ) =
=\ *1 X X2 X X2014 Xao1s X2015 X =

— (=) (=) (=D (=1 +L)- (2 —1) = —p2013 (_ 1) _ 52012
= (-2)-(-2) o (22) (<143) - (2— 1) = =220 (=) = 22012,
de 2013 ori )

3. Daca in sir sunt si numere de 1, si numere de (-1), atunci paranteza

formata dintr-un 1 siun (-1) este 0, deci produsul va fi 0.
CaZUI ”, x2015 = -2
Numele 1, respective (-1) sunt in numar impar, deci cel putin o paranteza
este zero, adici este de forma: (1-1) sau (-1+1). Tn acest caz P = 0.

3. Deoarece AB = DC,iar d(D,AB) =d(M,AB) = d(N,CD),

AB-d(M,AB) | CD-d(N,CD) AB-d(M,AB)
Aamp + Acnp = R — =2—=
=AB - d(M,AB) = CAABCD'
M
D C
A B

N

4. m(EBC) = m(CBA) + m(ABE) = m(EBC) = 90° + 60° = 150°.

Dar A EBC isoscel ((BE) = (BC)) si BF este inaltime in A EBC =

(BF bisectoarea « EBC = m(EBF) = 75° = m(ABF) = 75° — 60° =

= 15°.

Analog m(FAB) = 15° = A FAB isoscel = (FA) = (FB). Dar (EA) =
(EB)

= EF mediatoarea segmentului [AB].

= EF 1 AB.Dar CB L AB = EF || BC (1).

Dar A EAB echilateral = (EF este bisectoarea « AEB = m(FEB) = 30°,
dar m(BEC) = 15° = m(FEC) = 15° = A EFB isoscel deoarece (EC
bisectoare si inaltime. = (EF) = (EB). Dar (EB) = (BC) = (EF) = (BC)
(2). Din relatiile (1) si (2) = BEFC paralelogram. Dar (BE) = (BC) =
BEFC romb.






Barem de corectare

Clasa a Vll-a

Problema 1 Oficiu 1p
a) Aplicarea formulei radicalilor dubli 2p
1 _ 1 _ V2 _ V2(Vk+1-Vk-1) 3p
NP = «m&m T VEkHTHVE-T 2
s =g(\/n—+1+\/ﬁ— 1) 2p
Rezolvarea ecuatiei 2p
TOTAL 10p
Problema 2 Oficiu 1p
X2015 = 2, 2014 numere iau valorile 1, respectiv (-1). 1p
a) Cazul I, xy915 = 2 2p
S=m-1+n-(-1)+2=2014—-2"n+2 =
= (2016 —4p) : 4
Cazul Il, x5p15 = —2 2p
S=m-1+n-(-1)+2=2014-2"n—-2=
=2012-22p+1) = (2010 —4p) : 2
a) Cazul I, X2015 = 2
1. Daca toate numerele sunt 1 1p
1
P=2-2-...-2-(1+§)-(2+1)=9-22012
de 2013 ori
2. Daca toate numerele sunt (—1) 1p
1
P=(=2)(=2) .. (=2) (—1 +§) (2-1) =
de 2013 ori 1
— _ 92013 _ 92012
=221 (-5) =2
3. Daca in sir sunt si numere de 1, si numere de (-1), atunci
paranteza formata dintr-un 1 si un (-1) este 0, P= 0. 1p
CaZUI ”, X2015 = -2 1p

TOTAL

10p



Problema 3 Oficiu 1p
Figura 2p
d(D,AB) = d(M,AB) = d(N,CD), 2p
AB-d(M, AB) CD-d(N, CD) 2p
Aamp + Acnp = +
2 2

Finalizare 3p
TOTAL 10p
Problema 4 Oficiu 1p
m(ABF) = 75° — 60° = 15° 1p
m(FAB) = 15° 1p
EF mediatoarea segmentului [AB] 2p
EF || BC Ip
A EFB isoscel deoarece (EC bisectoare si inaltime 1p
(EF) = (EB). Dar (EB) = (BC) = (EF) = (BC) 1p
BEFC paralelogram. (BE) = (BC) 1p
Finalizare: BEFC romb. 1p

TOTAL



