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   1. Să se rezolve în ℕ∗ ecuația: 

               
1

 1+ 12−1
+

1

 2+ 22−1
+ ⋯+

1

 𝑛+ 𝑛2−1
=

 2

2
  101 + 9 . 

  
 

    2. Se consideră 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥2015 ∈ ℤ , astfel încât  

     𝑥1 ∙  𝑥2 ∙ … ∙  𝑥2015 = 2. Se notează cu:  

     𝑆 = 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯+ 𝑥2015 , iar cu   

     𝑃 =   𝑥1 +
1

 𝑥2
 ∙   𝑥2 +

1

 𝑥3
 ∙ … ∙   𝑥2015 +

1

 𝑥1
 .  

a) Să se arate că  𝑆 este un număr întreg divizibil cu 2 sau cu 4.  

b) Calculați produsul  𝑃. 

 

   3. Se consideră paralelogramul 𝐴𝐵𝐶𝐷 și punctele 𝑀 și 𝑁 situate pe latura 

 𝐶𝐷 , respectiv  𝐴𝐵 . Demonstrați că: 𝒜𝐴𝑀𝐵 + 𝒜𝐶𝑁𝐷 = 𝒜𝐴𝐵𝐶𝐷 . 

 

   4. Fie pătratul 𝐴𝐵𝐶𝐷. Pe latura 𝐴𝐵 se construiește în exterior triunghiul 

echilateral 𝐴𝐵𝐸. Perpendiculara din 𝐴 pe dreapta 𝐷𝐸 intersectează 

perpendiculara din 𝐵 pe dreapta 𝐶𝐸 în punctul 𝐹. Arătați că patrulaterul 

𝐵𝐸𝐹𝐶 este romb. 

 

 

 

 

      Notă 

 Toate subiectele sunt obligatorii.  

 Fiecare subiect va fi notat cu puncte între 1  şi 10 (1 punct din oficiu). 

 Timp de lucru: 3 ore 

 



Soluţii clasa a VII-a: 

1. Se folosește formula radicalilor  dubli:  

 𝑘 +  𝑘2 − 1 =  
𝑘+1

2
+  

𝑘−1

2
=

 𝑘+1+ 𝑘−1

 2
,  𝑘 = 1, 𝑛      

         
1

 𝑘+ 𝑘2−1
=

1

 𝑘+1+ 𝑘−1

 2

=
 2

 𝑘+1+ 𝑘−1
=

 2  𝑘+1− 𝑘−1 

2
. 

𝑆 =
1

 1 +  12 − 1
+

1

 2 +  22 − 1
+ ⋯+

1

 𝑛 +  𝑛2 − 1
= 

        =
 2

2
   2 −  0 +   3 −  1 + ⋯+   𝑛 −  𝑛 − 2 + +   𝑛 + 1 −

          − 𝑛 − 1  =
 2

2
  𝑛 + 1 +  𝑛 − 1 . 

Dar  𝑆 =
 2

2
  101 + 9 ⇔

 2

2
  𝑛 + 1 +  𝑛 − 1 = 

=
 2

2
  101 + 9 ⇔ 

⇔  𝑛 + 1 +  𝑛 =  101 + 10 ⟹ 𝑛 = 100. 

 

2. Din 𝑥1 ∙  𝑥2 ∙ … ∙  𝑥2015 = 2 și 𝑥1 , 𝑥2, … , 𝑥2015 ∈ ℤ se deduce faptul că 

un număr, fie acesta  𝑥2015 = ±2, iar celelalte numere sunt 1 sau (-1). În total 

sunt 2014 numere care iau valorile 1, respectiv (-1). 

a) Cazul I, 𝒙𝟐𝟎𝟏𝟓 = 𝟐 

     Numerele 1, respectiv (-1) sunt în număr par. Se notează cu 

 𝑚 (𝑚 = 2𝑘, 𝑘 = 0, 1007           )  totalul numerelor de 1 din șir, iar cu  

𝑛 (𝑛 = 2𝑝, 𝑝 = 0, 1007          ) totalul numerelor de (-1) din șir,  𝑚 + 𝑛 = 2014. 

Atunci: 

     𝑆 = 𝑚 ∙ 1 + 𝑛 ∙  −1 + 2 = 2014 − 2 ∙ 𝑛 + 2 = (2016 − 4𝑝) ⋮ 4. 

Cazul II, 𝒙𝟐𝟎𝟏𝟓 = −𝟐 

      Numerul  1, respective (-1) sunt în număr impar. Se notează cu:                                       

𝑚  𝑚 = 2𝑘 + 1, 𝑘 = 0, 1006             totalul numerelor de 1 din șir, iar cu 

 𝑛  𝑛 = 2𝑝 + 1, 𝑘 = 0, 1006            totalul numerelor de (-1) din șir, 𝑚 + 𝑛 =
2014. 

  𝑘 + 𝑝 = 1006 . Atunci: 

      𝑆 = 𝑚 ∙ 1 + 𝑛 ∙  −1 + 2 = 2014 − 2 ∙ 𝑛 − 2 = 

= 2012 − 2 2𝑝 + 1 = (2010 − 4𝑝) ⋮ 2. 

b) Cazul I, 𝒙𝟐𝟎𝟏𝟓 = 𝟐 

1. Dacă toate numerele sunt 1, atunci:                                                                                                                        

                                                                                                                                                  

𝑃 =   𝑥1 +
1

 𝑥2
 ∙   𝑥2 +

1

 𝑥3
 ∙ … ∙   𝑥2014 +

1

 𝑥2015
 ∙   𝑥2015 +

1

 𝑥1
 = 



= 2 ∙ 2 ∙ … ∙ 2       ∙
𝑑𝑒  2013 𝑜𝑟𝑖

(1 +
1

2
) ∙  2 + 1 = 9 ∙ 22012 ; 

2. Dacă toate numerele sunt (−1), atunci:  

𝑃 =   𝑥1 +
1

 𝑥2
 ∙   𝑥2 +

1

 𝑥3
 ∙ … ∙   𝑥2014 +

1

 𝑥2015
 ∙   𝑥2015 +

1

 𝑥1
 = 

 

=  −2 ∙  −2 ∙ … ∙  −2                
𝑑𝑒  2013  𝑜𝑟𝑖

 −1 +
1

2
 ∙  2 − 1 = −22013  −

1

2
 = 22012 . 

3. Dacă în șir sunt și numere de 1, și numere de (-1), atunci paranteza 

formată dintr-un 1 și un (-1) este 0, deci produsul va fi 0.  

 Cazul II, 𝒙𝟐𝟎𝟏𝟓 = −𝟐  

     Numele  1, respective (-1) sunt în număr  impar, deci cel puțin o paranteză     

este zero, adică este de forma: (1-1) sau (-1+1). În acest caz 𝑃 = 0. 

 

3. Deoarece  𝐴𝐵 = 𝐷𝐶, iar  𝑑 𝐷, 𝐴𝐵 = 𝑑 𝑀, 𝐴𝐵 = 𝑑 𝑁, 𝐶𝐷 ,      

  𝒜𝐴𝑀𝐵 + 𝒜𝐶𝑁𝐷 =
𝐴𝐵∙𝑑 𝑀,𝐴𝐵 

2
+

𝐶𝐷∙𝑑 𝑁,𝐶𝐷 

2
= 2 ∙

𝐴𝐵∙𝑑 𝑀,𝐴𝐵 

2
= 

=𝐴𝐵 ∙ 𝑑 𝑀, 𝐴𝐵 = 𝒜𝐴𝐵𝐶𝐷 . 

M 

 D C 

  

 

            A B 

 N 

 

4. 𝑚 𝐸𝐵𝐶  = 𝑚 𝐶𝐵𝐴  + 𝑚 𝐴𝐵𝐸    ⇒   𝑚 𝐸𝐵𝐶  = 90∘ + 60∘ = 150∘. 

Dar △ 𝐸𝐵𝐶 isoscel ( 𝐵𝐸 ≡  𝐵𝐶 ) și 𝐵𝐹 este înălțime în △ 𝐸𝐵𝐶 ⇒ 

 (𝐵𝐹 bisectoarea  ≮ 𝐸𝐵𝐶 ⇒  𝑚 𝐸𝐵𝐹  = 75∘ ⇒  𝑚 𝐴𝐵𝐹  = 75∘ − 60∘ =
= 15∘. 

Analog 𝑚 𝐹𝐴𝐵  = 15∘ ⇒ △ 𝐹𝐴𝐵 isoscel ⇒  𝐹𝐴 ≡  𝐹𝐵 . Dar    𝐸𝐴 ≡
 𝐸𝐵  
 ⇒ 𝐸𝐹 mediatoarea segmentului [AB]. 

 ⇒ 𝐸𝐹 ⊥ 𝐴𝐵. Dar 𝐶𝐵 ⊥ 𝐴𝐵 ⇒ 𝐸𝐹 ∥ 𝐵𝐶 (1). 

Dar △ 𝐸𝐴𝐵 echilateral ⇒  𝐸𝐹  este bisectoarea ≮ 𝐴𝐸𝐵 ⇒   𝑚 𝐹𝐸𝐵  = 30∘, 

dar 𝑚 𝐵𝐸𝐶  = 15∘ ⇒   𝑚 𝐹𝐸𝐶  = 15∘ ⇒ △ 𝐸𝐹𝐵 isoscel deoarece  𝐸𝐶  
bisectoare și înălțime. ⇒  𝐸𝐹 ≡  𝐸𝐵 . Dar  𝐸𝐵 ≡  𝐵𝐶  ⇒  𝐸𝐹 ≡  𝐵𝐶  
(2). Din relațiile (1) și (2) ⇒ 𝐵𝐸𝐹𝐶 paralelogram. Dar  𝐵𝐸 ≡  𝐵𝐶  ⇒ 

𝐵𝐸𝐹𝐶 romb. 

 
 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Barem de corectare 

 Clasa a VII-a 

Problema 1 Oficiu    1 p  

a) Aplicarea formulei  radicalilor  dubli 2p 

       
1

 𝑘+ 𝑘2−1
=

1

 𝑘+1+ 𝑘−1

 2

=
 2

 𝑘+1+ 𝑘−1
=

 2  𝑘+1− 𝑘−1 

2
                                                  

3p 

       𝑆 =
 2
2

  𝑛+ 1 +  𝑛−1  
                   2p 

     Rezolvarea ecuației                                                                         2p 

TOTAL 10p 

 

Problema 2 Oficiu    1 p 

     𝑥2015 = ±2,  2014 numere iau valorile 1, respectiv (-1). 

a)        Cazul I, 𝑥2015 = 2 

          𝑆 = 𝑚 ∙ 1 + 𝑛 ∙  −1 + 2 = 2014 − 2 ∙ 𝑛 + 2 = 

= (2016 − 4𝑝) ⋮ 4 

Cazul II, 𝑥2015 = −2                                                                                                           

  𝑆 = 𝑚 ∙ 1 + 𝑛 ∙  −1 + 2 = 2014 − 2 ∙ 𝑛 − 2 = 

= 2012 − 2 2𝑝 + 1 = (2010 − 4𝑝) ⋮ 2 
 

 1 p 

2p 

 

 

2p 

a)       Cazul I, 𝑥2015 = 2 

1. Dacă toate numerele sunt 1 

𝑃 = 2 ∙ 2 ∙ … ∙ 2       ∙
𝑑𝑒  2013  𝑜𝑟𝑖

(1 +
1

2
) ∙  2 + 1 = 9 ∙ 22012  

 

     1p 

2.   Dacă toate numerele sunt (−1) 

𝑃 =  −2 ∙  −2 ∙ … ∙  −2                
𝑑𝑒  2013 𝑜𝑟𝑖

 −1 +
1

2
 ∙  2 − 1 = 

= −22013  −
1

2
 = 22012  

                1p 

3.    Dacă în șir sunt și numere de 1, și numere de (-1), atunci 

paranteza formată dintr-un 1 și un (-1) este 0, P= 0.  
  

      

Cazul II, 𝑥2015 = −2  
 

 

                  1p  

 

 

1p         

TOTAL 10p 

 

 

 

 



Problema 3 Oficiu 1p  

  

Figura 
 

2 p 

𝑑 𝐷, 𝐴𝐵 = 𝑑 𝑀, 𝐴𝐵 = 𝑑 𝑁, 𝐶𝐷 ,      2p 

 

𝒜𝐴𝑀𝐵 + 𝒜𝐶𝑁𝐷 =
𝐴𝐵 ∙ 𝑑 𝑀, 𝐴𝐵 

2
+
𝐶𝐷 ∙ 𝑑 𝑁, 𝐶𝐷 

2  

          2p  

 

                                         

Finalizare 3p                   
TOTAL 10p 

 

Problema 4 Oficiu    1 p 

 𝑚 𝐴𝐵𝐹  = 75∘ − 60∘ = 15∘                                                                                                  1p 

𝑚 𝐹𝐴𝐵  = 15∘ 1p 

𝐸𝐹 mediatoarea segmentului [AB] 

𝐸𝐹 ∥ 𝐵𝐶 

△ 𝐸𝐹𝐵 isoscel deoarece  𝐸𝐶  bisectoare și înălțime 
 𝐸𝐹 ≡  𝐸𝐵 . Dar  𝐸𝐵 ≡  𝐵𝐶  ⇒  𝐸𝐹 ≡  𝐵𝐶  
𝐵𝐸𝐹𝐶 paralelogram.  𝐵𝐸 ≡  𝐵𝐶   
Finalizare: 𝐵𝐸𝐹𝐶 romb. 

2p 

                  1p 

                  1p 

                   1p                           

                   1p 

                   1p 

 

TOTAL 10p 

 

 


